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Rappel : Sémantique de L;

Soit M = (U, I) un modeéle, p une assignation sur 9, A et B des formules de Ly,
P un prédicat n — aire dans I'alphabet de Ly, soit v une variable dans I'alphabet
de Ly, soit chaque tx € {t1,...,ts} une variable ou une constante dans
I'alphabet de L1 et soit pl(tx) : p(tx) si tx est une variable et I(tx) si ti est une
constante

M, p Ik PP(t1,...,tn) si et seulement si (pl(t1),...,pl(ts)) € I(P]").
M, p - —A si et seulement si M, p I¥ A.

M, pl- AN B si et seulement si M, pl- Aet M, pl- B.

M, pl- AV B si et seulement si M, pl- A ou M, pl- B.

M, pl- A — B si et seulement si MM, p If Aou M, pl- B.

. M, pl- A< B si et seulement si M, p I A si et seulement si 9, p IF B.

. M, pl-Iv(A) si et seulement si il existe une assignation p’ sur MM qui differe de

p au maximum en v, telle que M, p’ I A.

. M, pl-Vv(A) si et seulement si pour toutes les assignations p’ sur 9 qui

different de p au maximum en v, 9, p’ I- A.

Quelques formules v
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Rappel : validité et conséquence logique en L;

Définition : validité en L; F;, A si et seulement si pour tout modele I
et pour toute assignation p sur 91, M, p - A

Définition : conséquence logique en L; [, A si et seulement si pour
tout modele M et toute assignation p sur 9N, si pour
toutes les formules B € I, M, p I+ B, alors M, p I+ A.
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Preuves sémantiques en L;

Pour montrer qu'une formule de L; A est valide, nous devons
montrer que A est vraie dans tous les modéles et relativement a
toute assignation

Mais comment peut-on montrer qu'une formule A est une
conséquence logique d'un ensemble des formules I, (en symboles :
Me, A)?

Il faut montrer que pour tout modeéle 971 et toute assignation p, si
toutes les formules dans I sont vraies dans 91 et relativement a p,
alors A est aussi vraie dans 9 relativement a p

Une technique pour le faire est de le démontrer pour un modéle
arbitraire et relativement a une assignation arbitraire sur le modéle
Des techniques alternatives existent, p. ex. : démontrer la
contraposition (mA F, =(G; A ... A Gj) ol pour chaque

Gk € {Gj,...,Gj}, G eT; démontrer que T U {-A} F, L (L=
une contradiction), ...)
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Stratégie générale pour la construction des preuves
sémantiques

Construction d'une preuve sémantique en trois étapes

1. Déterminer la fait qui doit étre prouvé sur la base des définitions de
la validité et de la conséquence logique en L;
® P. ex. pour prouver que F; A, il faut démontrer que A remplit la
définition de validité en L; ; pour prouver que A, B F,, il faut
démontrer que A, B et C ne remplissent pas la définition de la
conséquence logique en L;
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Stratégie générale pour la construction des preuves
sémantiques

Construction d'une preuve sémantique en trois étapes

2. Déterminer les conditions de vérité en langage de la théorie des
ensembles des formules pertinentes pour la preuve (p. ex. A, B, C en
cas de la preuve de A, BE, C) sur la base des clauses de la
définition de vérité dans un modele, relativement a une assignation

® Le but et de dériver la condition placé par chaque formule pertinente
sur un modéle et une assignation afin que la formule est vraie dans
un modeéle, relativement a une assignation — une telle condition est
toujours le résultat d'une application de clause 1 de la définition de
vérité dans un modéle relativement a une assignation, c'est-a-dire,
elle contient toujours une assertion dans le langage de la théorie des
ensembles comme p. ex. p(x) € I(P) ou I(a) € I(Q), etc.
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Stratégie générale pour la construction des preuves
sémantiques

Construction d'une preuve sémantique en trois étapes

3. Appliquer une stratégie de preuve convenable

® P. ex. si on veut prouver que F;; A, on peut démontrer que la
condition de vérité de A est satisfaite dans un modele arbitraire,
relativement a une assignation arbitraire afin de prouver que A est
vraie relativement a toute assignation dans chaque modéle,
c'est-a-dire, que A est valide en L;

...ou qu'il est contradictoire de supposer que —A est vraie dans un
modeéle arbitraire relativement a une assignation arbitraire sur le
modeéle; ..., normalement il existent des différentes stratégies de
preuve sémantique pour un fait logique comme F;; A
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Preuves sémantiques en L;

Exemple 1
A prouver :
(5) —Vx(Fx) EL, Ix(—=Fx)

‘Il existe un x qui n'est pas F' est une conséquence logique de ‘Il n'est
pas le cas que tous les x sont F' en L;.
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Preuve sémantique de —Vx(Fx) F, Ix(—Fx) — |

® Par la définition de conséquence logique, cette assertion est correcte
ssi pour tout modéle Mt et pour toute assignation p sur 9N, si
M, p IF =¥x(Fx), alors M, p IF Ix(—Fx).

® Notre but est de montrer que pour chaque modéle et pour chaque
assignation, si =Vx(Fx) est vraie dans le modéle et relativement a
I'assignation, alors Ix(—Fx) I'est aussi

® Notre stratégie est de montrer que les deux formules ont les mémes
conditions de vérité dans un modeéle arbitraire et relativement a une
assignation arbitraire

Quelques formules valides



Exemple 1
[e]e] 6]

Preuves sémantiques en L;

Preuve sémantique de =Vx(Fx) Fr, Ix(—=Fx) — Il

® Considérons les conditions de vérité de la formule =Vx(Fx), notre
hypothése, pour un modeéle arbitraire 9t et une assignation (sur ce
modeéle) p qui est également arbitraire :
® M, p Ik =Vx(Fx) ssi M, p I Vx(Fx). (clause 2)
® 9, p I Vx(Fx) ssi il n'est pas le cas que pour toute assignation p’
sur M qui differe de p au maximum en x, 9, p’ I Fx. (clause 8)
® Cette condition est satisfaite ssi il n'est pas le cas que pour toute
assignation p’ sur M1 qui différe de p au maximum en x,
p'(x) € In(F).
® Et cette condition est satisfaite ssi il existe une assignation p’ sur I
qui différe de p au maximum en x, telle que p'(x) & ln(F)
® Alors, M, p |- =Vx(Fx) ssi il existe une assignation p’ sur 9 qui
differe de p au maximum en x, telle que p'(x) & bn(F).
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Preuves sémantiques en L;
Preuve sémantique de =Vx(Fx) F, Ix(—=Fx) = Il

® Puis considérons les conditions de vérité de la formule Ix(—Fx),
également pour un modele arbitraire 901 et une assignation arbitraire
p:
® M, p I Ix(—Fx) ssi il existe une assignation p’ sur M qui differe de
p au maximum en x, tel que 9, p’ Ik —Fx. (clause 7)
® 90, p I Ix(—Fx) ssi il existe une assignation p’ sur 9 qui différe de
p au maximum en x, tel que 9, p’ I Fx. (clause 2)
® M, p I Ix(—Fx) ssi il existe une assignation p’ sur M qui differe de
p au maximum en x, tel que p'(x) & kn(F). (clause 1)
® Nous avons donc montré que les formules ont les mémes conditions
de vérité dans un modeéle arbitraire et relativement a une assignation
arbitraite
® Donc, nous avons montré que les deux formules sont en fait

équivalentes® et cela implique que I'une est conséquence de |'autre
et donc que =Vx(Fx) Fr, Ix(—Fx)

CQED
1. Clest-a-dire que =Vx(Fx) kL, Ix(—Fx) et que Ix(—Fx) Fr, —Vx(Fx)




ntiques en Lg Exemple 1 Contrexemples Exemple 2
o ° 000

G

00

Preuves sémantiques en L;

Invalidité : La méthode du contrexemple

o Comment peut-on montrer qu'une formule A n'est pas valide en L; ?

® On peut construire un contrexemple a A : un modéle dans lequel A
est fausse relativement a une assignation sur ce modele

® Comme une formule valide est vraie dans tous les modéles

relativement a toutes les assignations, |'existence d'un contrexemple
montre que la formule n'est pas valide en L;

Quelques formules

valides
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Preuves sémantiques en L;

Exemple
A prouver :

(4) H, Ix(Rxx)

‘Il existe un x qui est en relation R avec soi-méme.’ n'est pas valide en L;.
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Preuves sémantiques en L;

Preuve sémantique de |, Ix(Rxx) — |

® Notre définition de la vérité dans un modele et relativement a une
assignation nous dit que :

® M, p IF Ix(Rxx) ssi il existe une assignation p’ sur M qui différe de p
au maximum en x, telle que 97, p’ IF Rxx. (clause 7)

® M, p IF Ix(Rxx) ssi il existe une assignation p’ sur M qui différe de p
au maximum en x, telle que p'({x, x)) € I(R). (clause 1)
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Preuves sémantiques en L;
Preuve sémantique de 7, Ix(Rxx) — Il

® Pour montrer que |, Ix(Rxx) il suffit de construire un modeéle dans
lequel cette formule est fausse relativement a une assignation.
Considérons le modéle suivant :

e My = <U4, I4>
® Us = {Jacques}
* L(R)=0

® Considérons également une assignation sur iy :
® p4(x) = Jacques
® Ce modeéle et cette assignation sur le modéle nous donnent un

contrexemple : My, pa I IxRxx, car il existe une assignation pj sur
My qui differe de ps au maximum en x, telle que p;({x, x)) & l4(R)
e Clest p4 elle-méme (ps = pjy) ! — (Jacques, Jacques) & ()
® Alors il existe un contrexemple 3 Ix(Rxx) et cela montre que
HL, Ix(Rxx).

CQFD.

Quelques formules valides
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Preuves sémantiques en L;

Exemple
A prouver :
(5) K, Vx(Fx) = V¥x(—=Fx)

‘S'il n'est pas le cas que tout x est F, alors tout x n'est pas F. n'est pas
valide en L.
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Preuves sémantiques en L;

Preuve sémantique de |, =Vx(Fx) — Vx(—=Fx) — |
® Intuitivement, la raison pour laquelle (5) est une assertion correcte
est claire :

® |e fait qu'il n'est pas le cas que tous les objets sont F n'implique
pas en général que tous les objets ne sont pas F

® || peut étre le cas que certains objets, mais pas tous, sont F.

® || reste a prouver ce fait sur la base de notre sémantique!
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Preuves sémantiques en L;

Preuve sémantique de 7, —=Vx(Fx) — Vx(—=Fx) — I
Le premier pas : déterminer les conditions de vérité pour la formule
—Vx(Fx) = Vx(—Fx) :
® M, p - =Vx(Fx) = Vx(—Fx) ssi M, p If =Vx(Fx) ou
M, p IF Vx(—Fx). (clause 5)
® M, p - =Vx(Fx) = Vx(=Fx) ssi M, p IF ==Vx(Fx) (clause 2) ou
M, p I Vx(—Fx).
® M, plk =Vx(Fx) = Vx(—=Fx) ssi M, p Ik Vx(Fx) (car en général,
M, pIE A ssi M, plF—=2A) ou M, p I Vx(—Fx).
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Preuves sémantiques en L;

Preuve sémantique de F,, =Vx(Fx) — Vx(—=Fx) = llI

o M, pl- =Vx(Fx) = Vx(—Fx) ssi (pour toute assignation p’ sur M
qui differe de p au maximum en x, 9, p’ I Fx (clause 8) ou pour

toute assignation p”’ sur 9 qui difféere de p au maximum en x,
M, p”" Ik =Fx (clause 8)).

® M, pl- =Vx(Fx) — Vx(—Fx) ssi (pour toute assignation p’ qui
différe de p au maximum en x, 9, p’ IF Fx ou pour toute assignation
o’ qui différe de p au maximum en x, M, p” | Fx (clause 2)).

® M, p - =Vx(Fx) — Vx(—Fx) ssi (pour toute assignation p’ qui
differe de p au maximum en x, p'(x) € /(F) (clause 1) ou pour
toute assignation p” qui différe de p au maximum en x,

p"(x) € I(F) (clause 1)).

sémantiques en Ly Exemple 1 Contrexemples Exemple 2 Exemple 3 Quelques formules valides
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Preuves sémantiques en L;

Preuve sémantique de 7, =Vx(Fx) — Vx(—=Fx) - IV

® Dans le contexte de cette preuve, un contrexemple est un modeéle
dans lequel =Vx(Fx) — Vx(—Fx) est fausse relativement a une
assignation p sur ce modele

® Dans un tel modele, la condition de vérité que nous venons de
dériver n'est pas satisfaite

e (C'est-a-dire que, dans un tel modele, il n’est pas le cas que (pour
toute assignation p’ qui différe de p au maximum en x, p'(x) € I(F)
ou pour toute assignation p” qui différe de p au maximum en x,

p"(x) & I(F))
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Preuves sémantiques en L;

Preuve sémantique de F, =Vx(Fx) — Vx(—=Fx) - V

® En d'autres termes, un modeéle 9T nous donne un contrexemple a
—Vx(Fx) — Vx(—Fx) si deux conditions sont remplies : 2
1. Relativement a une assignation p sur 9, il n'est pas le cas que pour
toute assignation p’ sur 9 qui difféere de p au maximum en x,
p'(x) € I(F) et
2. il n'est pas le cas que pour toute assignation p’’ sur 9 qui differe de
p au maximum en x, p"(x) & I(F)

® Construisons un tel modéle!

2. lci nous avons appliqué I'une des lois de De Morgan : —=(p V q) est équivalent a
—p A —q.

sémantiques en L; Exemple 1 Contrexemples Exemple 2 Exemple 3 Quelques formules

valides



000 00000080

Preuves sémantiques en L;

Preuve sémantique de |, =Vx(Fx) — Vx(—Fx) — VI

¢ Un modele qui nous donne un contrexemple & =Vx(Fx) — Vx(—Fx)

® NMs = (Us, Is)
° U = {g7 h}
* (F)={g}
® Considérons |'assignation ps sur s :
® ps(x)=h
[ )

Relativement a cette assignation, —=Vx(Fx) — Vx(—Fx) est fausse
dans 915

® Pourquoi? — Parce qu'il existe une assignation pg qui differe de ps
au maximum en x, telle que pi(x) & Is(F). C'est ps elle-méme, car

h¢{g}

® Donc Ms remplit la condition 1

Exemple 1 Contrexemples Exemple 2 Exemple 3 Quelques formules
o 500

valides
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Preuve sémantique de F, =Vx(Fx) — Vx(—Fx) — VI

® || reste 3 montrer que M5 remplit aussi la condition 2

® Pour le montrer, considérons une autre assignation sur s :
*rs(x)=¢g

® Nous voyons que pf(x) € Is(F) car g € {g}

e Comme p{ différe au maximum en x de ps, M5 remplit aussi la
condition 2

® Par conséquent, 915 nous donne un contrexemple a
—Vx(Fx) = Vx(—Fx)

® Nous avons donc montré que ,, =Vx(Fx) — Vx(—Fx)
CQFD

Contrexemples Exemple 2 Exemple 3 Quelques formules valides
o 50C



Quelques formules valides
[ Je]

Quelques exemples de formules valides de L;

Toutes les vérités logiques de la logique des prédicats (p. ex. AV —A,
—(ANA—-A), A— A, etc.) sont également valides en logique des
prédicats

FL, Vx(Fx) — Fa (pour n'importe quelle constante a)

EL, “Vx(A) + 3x(-A)

EL, 73x(A) < Vx(—A)

Les deux formules valides précédentes impliquent que

EL, Vx(—A) < Ix(A) et F, =Ix(—A) <> Vx(A)

Cela montre que le quantificateur universel V peut étre défini au

moyen du quantificateur existentiel 3 (en combinaison avec la
négation) et vice versa

(

EL, Fa — 3x(Fx) (pour n'importe quelle constante a)
(
(
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Quelques exemples de formules valides de L;

EL, VxVy(A) < YyVx(A)

EL, 3x3y(A) « Jy3Ix(A)

EL, Vx(A A B) + (Vx(A) AVx(B))

Fi, 3x(AV B) + (3x(A) v 3x(B))

Er, VX(A = B) = (Vx(A) — ¥x(B))

EL, Vx(A) <> A (ol x n'est pas libre dans A)
EL, 3x(A) +> A (ol x n'est pas libre dans A)
Si FL, A, alors F, Vx(A)
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